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Statistical Pattern Recognition



فهرست مطالب

یادگيری بيزی•
معيارهای تصميم گيری–

تخمين تابع چگالی احتمال•
تابع درست نمایی•
برآورد درست نمایی بيشينه•

مثال–
ارزیابی برآورد•
برآورد بيشينه گر احتمال پسين•
دسته بندی پارامتری•
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احتمال و استنتاج

داده هایی که مورد استفاده قرار می دهيم، حاصل فرآیندی•
.شناخته شده نيست( کاملا)است که 

مشاهده،غيرقابلمتغير هایتصادفی،پدیده هایدر•
.می شودقطعيتعدمپيدایشموجب

• x=f(z)

بلقابدین شيوهفرآیندهاییچنينکهاینبهتوجهبا•
متغيریکصورتبهراخروجینيستند،کردنمدل

:می کنيمتعریفتصادفی

• P(X=x)

تخمينراتوزیعاینمی توانورودینمونه هایاساسبر•
سکهبرایمثالعنوانبهزد،
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3po = # {Heads}/#{Tosses} = ∑

t
xt / N



دسته بندی

:مشتریاناعتباردسته بندیمسأله ی•
پس اندازودرآمد:ورودی–
lowمشتری:خروجی– riskوHigh risk

– Input: x = [x1,x2]T ,Output: C ∈ {0,1}

:پيش بينی–
– high risk(C=1) or low risk(C=0)

اسی آ ماری ن  الگ وش 
4

classification

















otherwise 0

 )|()|( if 1
 choose

 or

otherwise 0

 )|( if 1
 choose

C

C

C

C

 ,xxCP ,xxCP

.  ,xxCP

2121

21

01

501

احتمال شرطی



...(ادامه)دسته بندی 

، متغير مشاهده شده xبا فرض این که ورودی •
.استP(C|x)است، مسأله یافتن احتمال 
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Bayes’ Rule

 
   

 x

x
x

p

pP
P

CC
C

| 
| 

   
         00|11|

110





CCCC

CC

PpPpp

PP

xxx

posterior

Class likelihoodprior

evidence

احتمال پيشين درست نمایی کلاس

احتمال پسين

توسط xبا چه احتمالی 
.توليد می شودCکلاس 

، کلاس Cبا چه احتمالی 
.استxمربوط به 



...(ادامه)دسته بندی 
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pattern recognition using neural networks theory and algorithms for 

engineers and scientists, by Carl G. Looney
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دسته بندی چندکلاسی
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.انتخاب می شودCiدر این صورت کلاس 



.ندارندیکسانیپی آمدتصميم هاموارد،برخیدر•
شدهتعریفCiکلاسانتخابعنوانبه،«αiکنش»–

.است
–λikکلاسانتخابریسکميزانعنوانبهiزمانیدر

.داردتعلقkکلاساینبهورودیکه

expectedصورت،ایندر• riskزیرصورتبه
:می شودمحاسبه
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Losses and Risks
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Loss 0/1بررسی 
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الت حمحتمل ترینبرای داشتن کم ترین ریسک 
را انتخاب می کنيم



هزینه ی بالای انتخاب اشتباه

ه یهزینکلاساشتباهانتخابکاربردها،برخیدر•
بیانتخاهيچاستبهترکهنحویبهدارد،بالایی
التحایندر.نپذیردصورتخودکارسيستم توسط
«رد»وشدهتلقی«مشکوک»عنوانبهنمونه

.می شود
αk+1:(reject)رد:می شودتعریفجدیدی«کنش»–
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...(ادامه)هزینه ی بالای انتخاب اشتباه 

:به عنوان مثال تابع ریسک به صورت زیر تعریف می شود•
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توابع جداساز
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K decision regions R1,...,RK

Dichotomizer g(x) = g1(x) – g2(x)
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Discriminant Functions



بررسی حالات مختلف
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Equal losses

Unequal losses

With reject



نظریه ی سودمندی

در،xورودیداشتناختياردرباکهایناحتمال•
P:باشيمSkحالت (Sk|x)

:هستيمامkحالتدروقتیαiکنشسودمندی•
– Uik

اسی آ ماری ن  الگ وش 
14

   

   xx

xx

| max| if   Choose

||

j
j

ii

k
kiki

EUEUα

SPUEU









Utility Theory



برآورد پارامتری

با«بهينهتصميماتخاذ»مورددرپيشاسلایدهایدر•
فرضباورودیمشاهده یاحتمالگرفتننظردر

.شدبحثکلاسوقوعاحتمالوکلاسدانستن
خاصتوزیعیازداده ها،توزیعکهفرضاینبهتوجهبا–

«پارامتریروش های»راروش هااینمی کند،پيروی
.می نامند

• X = { xt } t=1 where xt ~ p (x)
:پارامترتخمين•

Xآموزشیداده هایرویازqپارامترهایتخمين–
pصورتبهمدلیکداده هابرای– (x |q گرفتهنظردر(

راتوزیعمورددراطلاعاتتماماست؛«بسندهآماره ی»q)می شود
(داردبردر
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Parametric Estimation

N

Sufficient statistic



تابع درست نمایی 

مدلپارامترهایازتابعی،«درست نماییتابع»•
.استآماری

برای،θپارامتر ها،ازمجموعهیکدرست نمایی–
بهXرخداداحتمالبابرابرست؛(X)معينمقادیری

شرطبهآنθدرستیاحتمال)پارامترهامجموعه ازای
X)

– l (θ|X) ≡ p (X |θ)

•Xواستثابتθمی شوددادهتغييررا.
.دارداساسینقش«آماریاستنباط»درتابعاین•
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Likelihood Function

Bishop

Statistical inference



برآورد درست نمایی بيشينه

Xدر صورتی که نمونه ها، • = { xt }،« متغيرهای مستقل با
:باشد«(.i.i.d)توزیع یکسان

• l (θ|X) = p (X |θ) = ∏
t

p (xt|θ)

بههستيمθیافتنپیدربيشينهدرست نماییبرآورددر•
شود؛حده اکثرpبهXتعلقاحتمالکهگونه ای

.شودبيشينهدرست نمایی
تملگاریازدرست نمایی،جایبهمحاسبات،سادگیبرای•

:می شوداستفادهآن
L(θ|X) = log l (θ|X) = ∑

t
log p (xt|θ)

θ* = argmaxθ L(θ|X)
اسی آ ماری ن  الگ وش 
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Maximum Likelihood Estimation

independent and identically distributed

Log likelihood

Make  sampling xt from p (xt|θ) as likely as possible

MLE



برآورد درست نمایی بيشينه

اسی آ ماری ن  الگ وش 
18Pattern Classification, Chapter 3

Likelihood

Log Likelihood



مثال

xتوزیع برنولی• in {0,1}

P (x) = po
x (1 – po )

(1 – x)

L (po|X) = log ∏
t
po

xt (1 – po )
(1 – xt) 

MLE: pô = ∑
t

xt / N

توزیع برنولی تعميم یافته•
• K>2 states, xi in {0,1}

P (x1,x2,...,xK) = ∏
i
pi

xi

L(p1,p2,...,pK|X) = log ∏
t 
∏

i
pi

xi
t
= log ∏

i
pi

Σt(xi
t)

MLE: p̂ i = ∑
t

xi
t / N
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Bernoulli /catagorical (generalized Bernoulli) Density
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• p(x) = N ( μ, σ2)
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ارزیابی  برآورد

X:داده  هاازنمونهیک•
θ:مجهولپارامتر•
dداده هارویازپارامتربرآورد• = d (X)
d):تخمينکيفيتمعيار• (X)-θ)2

ازت،اسوابستهنمونه هابهمعياراینکهاینبهتوجهبا–
:می کنيماستفادهميانگين

r(d,θ)=E[(d (X)-θ)2]
:می شودتعریفزیرصورتبه«تخمينبایاس»همچنين–

bθ(d)=E[d (X)] –θ
راdباشد،صفربرابرمقداراینچنان چه•

unbiased estimatorمی گویند.

اسی آ ماری ن  الگ وش 
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Evaluating an Estimator

Mean square error



تخمين ميانگين-مثال

نميانگيباتوزیعیکازنمونه هایxtکهصورتیدر•
μ،باشد

.استunbiasedنمونه هاميانگين•
ادتعدافزایشباتخمين،واریانسکهصورتیدر•

هشدانجامبرآوردبهکند،ميلصفربهنمونه ها
.می شودگفته«سازگار»
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Consistent estimator



تخمين واریانس-مثال
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ارزیابی  برآورد
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Mean square error: 
r (d,q) = E [(d–q)2]

= (E [d] – q)2 + E [(d–E [d])2]
= Bias2 + Variance



برآورد بيشينه گر احتمال پسين

گرفتهنظردرمجهولعنوانبهنظرموردپارامتر،MLEدر•
پيشازنظرموردپارامترمورددراستممکنمی شود،
prior)اطلاعاتی information)این.باشيمداشته
ویژههبکنند، کمکدقيق ترتخمينبهمی تواننداطلاعات

.باشندکم تعدادآموزشداده هایکهزمانی
.ممی کنينگاهتصادفیمتغيریکصورتبهθبهحالتایندر–
توزیعبانود درصد، احتمالباθمی دانيم،مثالعنوانبه–

.داردقرار(متقارنصورت)به9و5بينگاوسی
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Maximum a Posteriori (MAP)

9.064.164.1 
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برآورد بيشينه گر احتمال پسين

با.داردوجودp(θ)مورددراطلاعاتیحالتیچنيندر•
مابهداده هاآن چهبااطلاعاتاینترکيب

likelihood)می گویند density)،داشتخواهيم:
p(θ|X)= p(X|θ) p(θ)/ p(X)

و•
θMAP = argmaxθ p(θ|X) = argmaxθ p(θ) p(X|θ)

.استp(θ)در نظر گرفتن MLتفاوت با 
θML = argmaxθ p(X|θ)

اسی آ ماری ن  الگ وش 
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Maximum a Posteriori (MAP)

Maximum Likelihood (ML)



..(.ادامه)برآورد بيشينه گر احتمال پسين
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دارای توزیع یکنواخت باشد، دو p(θ)در صورتی که 
.روش پاسخ یکسانی به دست می آورند

Pattern recognition, Sergios Theodoridis



مثال
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ادامه-مثال

اسی آ ماری ن  الگ وش 
29

22

0

0

22

0











N

xN
N

N

x
t

t

N

2

2

0

2

2

0
0

1

















µN →⅟N∑tx
t as N→∞

µN →⅟N∑tx
t as σ0>> σ



استنباط بيزی

است، در شرایطی P(x|X)رویکرد دیگر محاسبه ی•
.را می دانيمp(θ)که 

عيب عمده ی این روش حجم محاسبات بالاست، و•
 پذیر محاسبات تحليلی تنها در حالات خاصی امکان

.است
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را بدانيم، کل توزیع θاگر پارامتر 
مشخص است

شبيه تابع ضربه است،  در این صورتP(θ|X)برای سادگی می توان فرض کرد که 

P(x|X)=P(x|θMAP)

س ميانگين وزن دار تخمين را بر اسا
احتمال مقادیر مدل



دسته بندی پارامتری
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تابع جداساز

:در صورتی که چگالی کلاس را گاوسی در نظر بگيریم



...(ادامه)دسته بندی پارامتری 
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نمونه های آموزشی

برآورد درست نمایی بيشينه

تابع جداساز



ندسته بندی دو کلاس با واریانس یکسا
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Equal variances

Single boundary at
halfway between means
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تدسته بندی دو کلاس با واریانس متفاو
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Variances are different

Two boundaries
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مثال
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رگرسيون
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ی شودباتوجه به این که به تخمين ربطی ندارد،  این بخش در نظر گرفته نم



محاسبه ی تابع خطا
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رگرسيون خطی
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Bias and Variance

            222 xgxrExxrErExxgrE  ||||

noise squared error

                  222
||| xgExgExgExrExxgxrEE XXXX 

bias variance

به مدل بستگی ندارد،  واریانس
نویز است؛ در واقع بخشی از 

خطاست که قابل حذف نيست

وابسته به: ميزان خطا
داده های آموزشی و مدل 

است

معياری است که ميزان خطا را 
صرفنظر از نمونه های آموزشی 

نشان می دهد

با تغييرات داده های آموزشی،  
به چه ميزان تغيير g(x)مقدار 
.می کند

Expected square error at x



مثال

• M samples Xi={xt
i , r

t
i}, i=1,...,M 

are used to fit gi (x), i =1,...,M
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Bias/Variance Dilemma

gi(x)=2 

gi(x)= ∑t
rt

i/N

واریانس صفر است، اما بایاس بالایی دارد

بایاس کاهش می یابد، اما واریانس افزایش می یابد
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bias

variance

f

gi g

f



انتخاب مدل
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Best fit “min error”
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Best fit, “elbow”

Cross validation
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Regularization

Penalize complex models

Coefficients increase in 
magnitude as order increases:
1: [-0.0769, 0.0016]
2: [0.1682, -0.6657, 0.0080]
3: [0.4238, -2.5778, 3.4675, -
0.0002
4: [-0.1093, 1.4356, 
-5.5007, 6.0454, -0.0019]

      


i i

N

t

tt wxgrEtionregulariza 2

2

12

1
ww ||: X

E’=error on data + λ model complexity

  rw TT DIDD
1
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Regularization

9th Order Polynomial


